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Abstrak. Dimensi metrik dari graf terhubung G adalah kardinalitas dari himpunan pembeda minimum dari G,
dimana W disebut himpunan pembeda dari G jika r(v|W) berbeda untuk setiap v € V(). Penelitian ini bertujuan
untuk menentukan dimensi metrik dari graf jaring laba-laba R,,,. Graf jaring laba-laba dikonstruksi dari graf
bintang S,, sebanyak 1 dan graf sikel C, sebanyak m. Konstruksi graf tersebut melibatkan definisi dari C,,(m)
yang menyatakan graf sikel C, ke-m, dengan V(C,(m)) = {@n1, Amz, @mz, - » Qmn} dan V(S,) = {u, amy,
Amz, Ams, - » Qmn} dengan u sebagai titik pusatnya, dimana m € N dan n = 3. Dari hasil penelitian, diperoleh
dimensi metrik dari graf jaring laba-laba R,, , adalah 3.

Kata Kunci: Dimensi Metrik, Graf Jaring Laba-Laba

Abstract. The metric dimension of the connected graph G is a cardinality of the minimum distinguishing set of G,
where W is called the distinguishing set of G if r(v|W) is different for each v € V(G). This research aims to
determine the metric dimension of spider web graph R, ,,. The spider web graph is constructed from a star graph
S,, and m cycle graph C,,. The graph construction involves the definition of C,,(m) which represents the m*" cycle
graph C,, where V(C,(m)) = {@m1, Amzr Gmzr - » Gp} A V(S,) = (W, Ay, Gmzs Gmzs - 5 G} With
as the center point, where m € N and n > 3. Based on the results of this research, the metric dimension of spider
web graph R, , was 3.

Keywords: Metric Dimension, Spider Web Graph

A. Pendahuluan

Matematika merupakan salah satu anggota dari ilmu eksakta yang memiliki peranan
sangat penting bagi perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi (Sukmawati & Amelia,
2020). Matematika merupakan ilmu yang dapat melatih kemampuan untuk berpikir secara
kritis, logis, kreatif, cermat, dan teliti sehingga dapat menjadi pemecah masalah yang baik
(Noprianilubis et al., 2017). Salah satu cabang dari matematika yang dapat mendukung
tercapainya kemampuan tersebut adalah teori graf. Graf G adalah pasangan himpunan (V, E)
dengan V adalah himpunan tak kosong dengan elemen-elemennya disebut titik (vertex) dan E
adalah himpunan dengan elemen-elemennya adalah pasangan tak terurut dua elemen berbeda
dari V yang disebut sisi (edge). Himpunan titik dari graf G dinotasikan dengan V(G ), sedangkan
himpunan sisi dari graf G dinotasikan dengan E(G) (Gould, 2013).

Salah satu topik penelitian dalam teori graf yang telah berkembang adalah dimensi metrik.
Topik ini pertama kali diperkenalkan oleh (Slater, 1975) dan secara terpisah oleh (Melter &
Harary, 1976) pada jurnal yang berjudul on the metric dimension of a graph. Misalkan G adalah
suatu graf terhubung dan u dan v adalah titik-titik dalam G, maka panjang lintasan terpendek
dari u ke v pada G dinotasikan d(u,v). Jika W = {w;,w,, ..., w;} adalah suatu himpunan
terurut dari titik-titik dalam graf terhubung G dan titik v di V(G), maka representasi dari titik v
terhadap W adalah r(v|W) = (d(v,wy), (v, w,), ..., (v,wy)). Jika r(v|W) berbeda untuk
setiap v € V(G), maka W disebut himpunan pembeda dari G. Himpunan pembeda dengan
kardinalitas minimum dari G disebut himpunan pembeda minimum atau basis dari G.
Kardinalitas dari himpunan pembeda minimum tersebut disebut dengan dimensi metrik dari G,
dan dinotasikan dengan dim G (Chartrand et al., 2000). Konsep dimensi metrik sering
diaplikasikan dalam beberapa permasalahan seperti pada pemasangan sensor kebakaran dan
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penemuan sumber sebaran dalam suatu jaringan (Tillquist et al., 2021).

Beberapa penelitian terdahulu mengenai dimensi metrik dari beberapa jenis graf adalah
karakterisasi dimensi metrik dari graf lintasan dan pengelompokan nilai dimensi metrik dari
graf terhubung (Chartrand et al., 2000), dimensi metrik dari graf yang memiliki titik berderajat
satu (Iswadi et al., 2010), dimensi metrik dari graf dual antiprisma (FITRIANI &
CAHYANINGTIAS, 2021), dimensi metrik dari graf bipartit regular (Baca et al., 2011),
dimensi metrik pada graf buku ganda (llmayasinta, 2019), dimensi metrik lokal pada graf
antiprisma dan graf Sun (Khoiriah & Kusmayadi, 2018), dimensi metrik dan dimensi partisi
dari famili graf tangga (Saifudin, 2016), dan dimensi metrik dari beberapa graf yang memuat
siklus dan nilai dimensi metriknya konstan (Ali et al., 2012).

Graf jaring laba-laba merupakan suatu graf jenis baru yang didefinisikan pada penelitian
ini. Graf tersebut berbeda dengan graf jaring laba-laba yang diteliti oleh (Setianggoro et al.,
2012). Graf jaring laba-laba pada penelitian ini dikonstruksi dari graf bintang dan graf sikel
dengan kondisi tertentu. Pada penelitian ini, akan ditentukan dimensi metrik dari graf jaring
laba-laba.

B. Metode Penelitian
Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini dapat dirumuskan sebagai berikut :
1. Mengkonstruksi graf jaring laba-laba R,;, ,, dari graf bintang dan graf sikel.
2. Menentukan secara berturut-turut dimensi metrik dari graf jaring laba-laba R, 3, Ry 3, Ry 3,
Ry 4 dan Ry, ;.
3. Membuktikan dimensi metrik dari graf jaring laba-laba Ry, ,,.

C. Graf Khusus
Pada bagian ini, diberikan beberapa definisi dan teorema dari graf khusus yang menjadi
landasan dalam penelitian ini.
Definisi 1. Graf path adalah graf dengan order n > 1 dan terdiri atas satu path. Graf path dengan
order n dinotasikan dengan P,.

» » L - *
vy vz Py Uy Vg

Gambar 1. Graf Path Pg
Teorema 2. Graf G merupakan graf path jika dan hanya jika dim = 1 (Melter & Harary, 1976).
Definisi 3. Graf sikel adalah graf dengan order n > 3 dan terdiri atas satu sikel. Graf sikel
dengan order n dinotasikan dengan C,,.

1;'5 v4
Vg g

Ll vy
Gambar 2. Graf Sikel Cq4
Definisi 4. Graf bipartit lengkap adalah graf dengan setiap titik pada V; (G) terhubung dengan
setiap titik pada V,(G). Graf bipartit lengkap dengan |V;(G)| =m dan |V,(G)|=n
dinotasikan dengan K, ,,.
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Gambar 3. Graf Bipartit Lengkap K 3
Definisi 5. Graf bintang adalah graf bipartit lengkap K; ,, dan dinotasikan dengan S,,.

Vs
L ]
?.?E ?-94
u
[ ]
L]

Gambar 4. Graf Bintang Sg

D. Graf Jaring Laba-Laba
Pada bagian ini, diberikan konstruksi dari graf jaring laba-laba. Ambil sebarang graf
bintang S,, sebanyak 1 dan graf sikel C,, sebanyak m. Misalkan notasi C,,(m) menyatakan graf
sikel C,, ke-m, dengan V(C,,(m)) = {@m1, Amz, Amzr -~ » Amn}dANV(S,) = (U, amy, Az,
Am3, - » Amn}dengan u sebagai titik pusatnya, dimana m € N dan n > 3. Selanjutnya, akan
dikonstruksi graf jaring laba-laba yang dinotasikan dengan R,, ,, sebagai berikut :
1. Tempatkan graf C, (1) pada pusat graf S,, sedemikian hingga

titik a4, terletak pada garis ua,,,

titik a,, terletak pada garis ua,,,,

titik a4 5 terletak pada garis ua,,s,

titik a4, terletak pada garis ua,,,.
2. Tempatkan graf C,,(2) pada pusat graf S,, sedemikian hingga
titik a, terletak pada garis a;; a1,
titik a,, terletak pada garis a;,a,,2,
titik a, terletak pada garis a;3a,,3,

titik a,,, terletak pada garis a,,amy-
3. Tempatkan graf C,,(3) pada pusat graf S,, sedemikian hingga
titik a5, terletak pada garis a,; a1,
titik a5, terletak pada garis a,,a,,,,
titik a5 terletak pada garis a,3a,,3,

titik as,, terletak pada garis a,,, am,y.
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m — 1. Tempatkan graf C,,(m — 1) pada pusat graf S,, sedemikian hingga
titik a(,_1), terletak pada garis agn—_2)1am1,
titik a (1) terletak pada garis agn—2)2am2,
titik a(,—1)3 terletak pada garis ag,—-2)3ams,

titik a1y, terletak pada garis agm—2)namn.
m. Konstruksi graf C,,(m) dengan cara membuat garis a,jan,+1), dengan j € {1,2,3,

o n}dan apngr) = G-
Dengan demikian, diperoleh graf jaring laba-laba R,,, ,, seperti pada gambar berikut :

Om1

Gambar 5. Graf Jaring Laba-Laba Ry, ,

E. Hasil Penelitian dan Pembahasan

Pada bagian ini, mula-mula akan diberikan konjektur dari graf jaring laba-laba R, ,,.
1. Konjektur dari Graf Jaring Laba-Laba R,;, ,,

Misalkan W adalah himpunan terurut dan W* adalah himpunan pembeda dari graf jaring
laba-laba R,,, ,. Perhatikan bahwa graf jaring laba-laba R,, ,, bukan graf path, maka berdasarkan
Teorema 2, diperoleh dim R, ,, > 1.

1. Untuk n=3
(i). Untukm =2

Q33

£

22

Gambar 6. Graf Jaring Laba-Laba R; 3
PilihW = {a,, a,,, a,3}, sehingga diperoleh
T(u|W) = (d (ul a21)) d(ul a22)’ d(ul a23)) = (zl 2; 2)
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r(a;1|W) = (d(ayq,az1),d(aq1, az2), d(as1,a23)) = (1,2,2)

r(a;|W) = (d(ayz,a21), d(aqz, az3), d(as2,a23)) = (2,1,2)

r(a3|W) = (d(ay3,az1),d(ag3, az;), d(a3,a23)) = (2,2,1)

r(az|W) = (d(ayy, az1),d(ayy, az3),d(azy, az3)) = (0,1,1)

r(az|W) = (d(az,, az1), d(azs, az;), d(azs, az3)) = (1,0,1)

r(a3|W) = (d(azs, az1), d(ays, az;), d(azs, azs)) = (1,1,0)

Dengan demikian, W = {ay;,a;, a3} = W* merupakan himpunan pembeda.
Karena tidak dapat ditemukan W* yang lain dengan |W*| < 3, maka W* merupakan
basis. Jadi, diperoleh dim R, 3 = 3.

(i1). Untukm =4

Gambar 7. Graf Jaring Laba-Laba R, 3
PilihW = {a4q, a4, a43}, sehingga diperoleh
r(w|W) = (d(u, a41), d(w, aygz), d(u, as3)) = (4,4, 4)
r(a;1|W) = (d(ay1,a41),d(aq1, a42), d(a11, as3)) = (3,4, 4)
r(a;IlW) = (d(a;2,a41), d(aq2, a42), d(a12, as3)) = (4,3, 4)
r(a;3IW) = (d(ay3,a41), d(as3, a42), d(as3, as3)) = (4,4, 3)
r(az1 W) = (d(azy, asq), d(azy, asz), d(azs, as3)) = (2,3,3)
r(az|W) = (d(azy, as1), d(azz, as;), d(azz, as3)) = (3,2,3)
r(az3|W) = (d(azs, asq), d(aqs, asz), d(azs, as3)) = (3,3,2)
r(az1|W) = (d(asy, asq), d(asy, asz), d(asg, as3)) = (1,2,2)
r(as:|W) = (d(asz, asq), d(asy, asz), d(asz, as3)) = (2,1,2)
r(as3|W) = (d(ass, asq), d(ass, asz), d(ass, as3)) = (2,2,1)
r(asg W) = (d(as, asq), d(asy, asz), d(as, as3)) = (0,1,1)
r(ag W) = (d(asy, as1), d(az, as;), d(asz, as3)) = (1,0,1)
r(ass|W) = (d(ass, asq), d(ags, asz), d(ass, as3)) = (1,1,0)
Dengan demikian, W = {a4q, a4, as3} = W* merupakan himpunan pembeda.
Karena tidak dapat ditemukan W* yang lain dengan |W*| < 3, maka W* merupakan
basis. Jadi, diperoleh dim R, 3 = 3.
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(iii). Untuk m € N

Gambar 8. Graf Jaring Laba-Laba R, 3

PilihW = {a,,1, am2, ams}, sehingga diperoleh

T'(U,IW) = (d(u’ aml): d(u, amZ)r d(u' amS)) = (m, ml m)

r(a1 W) = (d(aq1, am1), d(a11, am2), d(@11, @mz)) = (m — 1, m,m)
r(a;2|lW) = (d(a12, am1), d(a12, amz), d(a12, am3)) = (m,m — 1, m)

T(am2IlW) = (d(@m2, @mi1), d(@m2, Amz), d(@m2, am3)) = (1,0,1)
T(@m3|W) = (d(am3, am1), A(@m3, Amz), d(ams, am3)) = (1,1,0)
Dengan demikian, W = {ap,1, amz, ams} = W™ merupakan himpunan pembeda.
Karena tidak dapat ditemukan W* yang lain dengan |[W*| <3, maka W*
merupakan basis. Jadi, diperoleh dim R,,, 3 = 3.

2. Untukm e Ndann =4

Tm1

Gambar 9. Graf Jaring Laba-Laba R, 4
Pilih W = {a,,1, amz, ams}, sehingga diperoleh
r@lw) = (d(w, amy), AW, ay), dW, ams)) = (m,m,m)
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r(a1|W) = (d(a11;am1)'d(a11'amz)'d(an' amB)) =(m-1mm+1)
r(a;|W) = (d(alz.am1);d(a12; Amz), d(ayg,, amB)) =(mm-—1,m)
r(az|W) = (d(a13ram1)rd(a13ramz)'d(a13'am3)) =(m+1mm-1)

r(ami|W) = (d(amp am1), A(Am1, Amz), d(am, amB)) =(0,1,2)
r(amz|[W) = (d(amZI am1), A(Amz2, Amz), d(Amz, amB)) =(1,0,1)
r(ams|W) = (d(am3' am1), d(Am3, Amz), (@3, amB)) =(2,1,0)
Dengan demikian, W = {a,,1, Gz, Am3} = W* merupakan himpunan pembeda. Karena
tidak dapat ditemukan W* yang lain dengan |W*| < 3, maka W* merupakan basis. Jadi,
diperoleh dim R, , = 3.

3. Untukm e Ndann =3

Gambar 10. Graf Jaring Laba-Laba R, ,,
Berdasarkan pola di atas, dapat disimpulkan bahwa W = {a,1, am2, amz} = W™
merupakan himpunan pembeda. Karena tidak dapat ditemukan W* yang lain dengan
|[W*| < 3, maka W* merupakan basis. Jadi, diperoleh dim R,,, , = 3.

Selanjutnya, akan diberikan pembuktian dimensi metrik dari graf jaring laba-laba R, ,,.
2. Dimensi Metrik dari Graf Jaring Laba-Laba R, ,,

Ambil sebarang graf bintang S,, sebanyak 1 dan graf sikel C, sebanyak m. Misalkan
notasi C,(m) menyatakan graf sikel C, ke-m, dengan V(C,(m)) = {@m1, Amzr Ams) -
Amnt dan V(S,) = {u, am1, AGm2, Amz, - , Amn} dengan u sebagai titik pusatnya, dimana
m € N dan n > 3. Misalkan W adalah himpunan terurut dan W* adalah himpunan pembeda
dari graf R,, ,. Perhatikan bahwa graf R,, ,, bukan graf path, maka berdasarkan Teorema 2,
diperoleh dim R, ,, > 1.

1. Untuk |[W| = 1 (tidak memenuhi berdasarkan Teorema 2)
Bukti :
(i). Jika W memuat titik u, yaitu W = {u}
Perhatikan bahwa r(a,,|[W) = (1)
(alW) = €Y
Karena r(a,,|W) = r(a,,|W), maka W dengan |[W| =1 dan W memuat titik u,
bukan himpunan pembeda.
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(ii). Jika W tidak memuat titik w, yaitu W = {a;;|i € {1,2,3...,m},j € {1,2,3, ...,n}}
Perhatikan bahwa r(a;(j—1y|W) = (1)
r(aisn|W) = @)
Karenar(a;j—1)|W) = r(a;j+1)|W), maka W dengan |[W| = 1 dan W tidak memuat
titik u, bukan himpunan pembeda.
2. Untuk [W| =2

(9). Jika W memuat titik u, yaitu W = {u, a;;|i € {1,2,3...,m},j €{1,2,3, ...,n}}

Perhatikan bahwa r(a;(;_1)|W) = (i, 1)

r(aign|W) = @ 1)
Karenar(a;¢;—1)|W) = r(ai¢j+1)|W), maka W dengan [W| = 2 dan W memuat titik
u, bukan himpunan pembeda.

(ii). Jika W tidak memuat titik w, yaitu W ={a;;, anli,k €{1,2,3..,m},j,l €
{1,2,3,..,n},ij # ki}. Dapat ditemukan a,, dan a,, dengan x,zE€
{1,2,3..,m},y,w € {1,23..,n} dan xy # zw sedemikian hingga r(a,|W) =
r(az,|W). Sehingga W dengan |W| =2 dan W tidak memuat titik u, bukan
himpunan pembeda.

3. Untuk [W| = 3, yaitu W = {an1, Gmz, AGms}

Perhatikan bahwa r(u|W) = (d(u, A1), d(U, apyp), d(u, am3)) = (m,m, m)

r(a;,|W) = (d(an’ A1), d(ay1, Qmp), d(ayy, amB)) =(m-1mm+1)

r(a;|W) = (d(a12' Am1), d(A12, Amz), d(aq2, am3)) =(m,m—1,m)

r(a;z|W) = (d(a13’ am1), A(ay3, amz), d(ays, amB)) =(m+1mm-1)

r(a W) = (d(azp aml); d(ayy, amz), d(ay,, amS)) =(m-2,m—1,m)
r(a,|W) = (d(azz' A1), A(Az2, Amz), d(az,, am3)) =(m-1m-2,m-1)
T(a23 |W) = (d(a23, aml), d(a23, amz), d(a23, amg)) = (m, m — 1,m — 2)

r(asz1 W) = (d(asy, am1), d(azy, amz), d(asy, ams)) = (m—3,m —2,m — 1)
r(az,|W) = (d(a32, A1), d(az2, Amz), d(as,, am3)) =(m-2m-3,m-2)
T(a33|W) = (d(a33, aml), d(a33, amz), d(a33, amg)) = (m - 1,m - Z,m —_ 3)

r(aml |W) = (d(amll aml)l d(amlr amz)l d(amll amS)) = (0; 1; 2)
T(amz W) = (d(amz: aml)f d(am2: amz); d(aer am3)) =(1,0,1)
r(ams|W) = (d(am3' am1), A3, Amz), d(As, am3)) =(2,1,0)

r(am(n_2)|W) = (d(am(n—Z)J aml)r d(am(n—z)r amz): d(am(n—z)' am3)) =(3,4,5)
r(am(n—l)lw) = (d(am(n—l)J aml)r d(am(n—l)r amz): d(am(n—l)' am3)) =(2,3,4)

r(amn IW) = (d(amn: aml)r d(amnr amz)' d(amn' am3)) = (1» 2' 3)
Dengan demikian, diperoleh r(a;;j|W) # r(ax|W) dengan i,k € {1,2,3..,m},j,l €
{1,2,3...,n} dan ij # kl. Akibatnya, W = {a1, Az, Amz} = W* merupakan himpunan
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pembeda. Karena tidak dapat ditemukan W* yang lain dengan |W*| < 3, maka W*
merupakan basis. Jadi, diperoleh dim R, ,, = 3.

F. Kesimpulan
Berdasarkan hasil penelitian di atas, diperoleh dimensi metrik dari graf jaring laba-laba
R, adalah 3.
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