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Abstrak

Fungsi pembangkit merupakan salah satu konsep penting dalam matematika
diskrit yang menyediakan representasi aljabar terhadap barisan bilangan dan
dapat digunakan untuk menyelesaikan berbagai persoalan kombinatorika.
Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji secara sistematis perkembangan
penggunaan fungsi pembangkit dalam pemecahan masalah kombinatorika,
bentuk fungsi pembangkit yang digunakan, jenis masalah yang diselesaikan, serta
strategi matematis yang dominan digunakan dalam penelitian mutakhir.
Penelitian menggunakan metode Systematic Literature Review (SLR) dengan
pedoman Preferred Reporting Items for Systematic Reviews and Meta-Analyses
(PRISMA 2020). Literatur yang dikaji dibatasi pada publikasi tahun 2021 sampai
2026 yang membahas fungsi pembangkit dalam konteks kombinatorika,
enumerasi, barisan, partisi, permutasi, lintasan, dan struktur diskrit lainnya.
Analisis dilakukan melalui identifikasi, penyaringan, seleksi kelayakan, ekstraksi
data, dan sintesis tematik. Hasil kajian menunjukkan bahwa fungsi pembangkit
memiliki peran utama sebagai alat untuk mentransformasikan masalah enumerasi
menjadi persoalan aljabar, memperoleh hubungan rekursif, mengekstraksi
koefisien, serta menganalisis sifat asimtotik suatu barisan. Fungsi pembangkit
biasa, fungsi pembangkit eksponensial, fungsi pembangkit multivariat, dan fungsi
pembangkit rasional merupakan bentuk yang paling relevan dalam pemecahan
masalah kombinatorika. Kajian juga menunjukkan bahwa fungsi pembangkit tidak
hanya berperan sebagai teknik perhitungan, tetapi sebagai kerangka representasi
yang menghubungkan struktur kombinatorial dengan manipulasi aljabar dan
analisis koefisien. Temuan ini menunjukkan peluang pengembangan penelitian
pada integrasi fungsi pembangkit dengan metode komputasional, kombinatorika
analitik, dan pembelajaran matematika diskrit.

Kata kunci: fungsi pembangkit, kombinatorika, matematika diskrit, enumerasi,
systematic literature review.
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A. Pendahuluan

Matematika diskrit merupakan salah satu bidang matematika yang memiliki
peran penting dalam ilmu komputer, teori algoritma, statistika, kriptografi, dan
berbagai bidang yang berkaitan dengan objek diskrit. Salah satu bagian utama
matematika diskrit adalah kombinatorika. Kombinatorika berkaitan dengan proses
menghitung, menyusun, memilih, dan menganalisis objek berdasarkan aturan
tertentu.

Permasalahan kombinatorika sering menghasilkan barisan bilangan yang
mempunyai pola tertentu. Ketika jumlah objek yang harus dihitung semakin besar,
metode enumerasi secara langsung dapat menjadi tidak efisien. Oleh karena itu,
diperlukan metode yang dapat merepresentasikan barisan dan struktur
kombinatorial secara lebih sistematis.

Salah satu metode tersebut adalah fungsi pembangkit. Jika diberikan barisan
ay, a4, ay, as, ..., maka fungsi pembangkit biasa (ordinary generating function) dari
barisan tersebut didefinisikan sebagai:

A(x) = 3o apx” (1)
Bentuk eksplisit dari Persamaan (1) adalah:
A(x) = ag + a;x + azx? + azx3 + - ()

Dalam konteks kombinatorika, a, dapat menyatakan banyaknya objek
kombinatorial dengan ukuran n. Oleh karena itu, proses menentukan banyaknya
objek dapat dilakukan melalui ekstraksi koefisien:

an = [x"]A(x) (©)
Notasi [x™]A(x) menyatakan koefisien x™ pada fungsi A(x)

Fungsi pembangkit juga memiliki hubungan erat dengan relasi rekurensi.
Sebagai contoh, pertimbangkan barisan yang memenuhi:

A, =y 1+ ay_pn =2 (4)

Dengan kondisi awal:

ap=0,a, =1 ®)
Jika fungsi pembangkit tersebut adalah:
F(x) = Xnzo anx" (6)
Maka relasi rekurensi dapat ditransformasikan menjadi:
F(x) —x = xF(x) + x2F(x) (7
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Dengan mengelompokkan suku yang memuat F (x), diperoleh:

FxX)(1—-x—-x?)=x (8)
Dengan demikian, fungsi pembangkitnya adalah:
X
FO) = 5550 9)

Contoh tersebut menunjukkan bahwa fungsi pembangkit dapat mengubah suatu
relasi rekurensi menjadi persamaan aljabar yang dapat dianalisis lebih lanjut.

Perkembangan penelitian menunjukkan bahwa fungsi pembangkit tidak
hanya digunakan untuk barisan sederhana. Dalam kombinatorika modern, fungsi
pembangkit juga digunakan pada permutasi, partisi, lintasan, polinomial, struktur
pohon, dan berbagai objek kombinatorial lainnya (Melczer, 2021; Pemantle et al.,
2024).

Dalam kombinatorika analitik, fungsi pembangkit bahkan digunakan untuk

menganalisis perilaku suatu barisan ketika ukuran objek semakin besar. Jika:

A(x) = Xyzo anx™ (10)
Maka perhatian dapat diarahkan pada perilaku koefisien a,, Ketika:
n— o (11)

Melalui analisis terhadap fungsi pembangkit dan singularitasnya, informasi
mengenai pertumbuhan koefisien dapat diperoleh (Melczer, 2021; Pemantle et al.,
2024). Sejumlah penelitian mutakhir menunjukkan penerapan fungsi pembangkit
pada berbagai objek kombinatorial. Fulman et al. (2021) mengkaji distribusi
desenden dan tanda permutasi. Beaton (2022) mengkaji lintasan pada kisi persegi.
Eu et al. (2022) membahas gamma-positivity pada bilangan Median Genocchi.
Azam dan Richmond (2023) mengkaji fungsi pembangkit untuk interval dalam Kisi
Young. Jansen dan Kolesnikov (2024) mengkaji fungsi pembangkit Catalan,
sedangkan Bu (2024) mengembangkan fungsi pembangkit untuk luas di bawah
lintasan Dyck dan Motzkin.

Meskipun penelitian mengenai fungsi pembangkit dalam kombinatorika
terus berkembang, kajian yang tersedia masih cenderung membahas objek
kombinatorial tertentu secara terpisah. Penelitian terdahulu juga lebih banyak
menekankan aspek teoritis, representasi fungsi, identitas, maupun karakteristik
khusus dari objek yang dikaji. Kondisi tersebut menyebabkan belum terlihat secara

komprehensif bagaimana fungsi pembangkit digunakan sebagai strategi pemecahan
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masalah kombinatorika, mulai dari proses merepresentasikan masalah, membangun
fungsi pembangkit, melakukan manipulasi aljabar, mengekstraksi koefisien, hingga
menginterpretasikan hasilnya. Dengan demikian, masih terdapat ruang untuk
melakukan SLR yang tidak hanya memetakan objek dan jenis fungsi pembangkit,
tetapi juga mengidentifikasi pola strategi penyelesaian yang digunakan dalam
penelitian mutakhir serta perkembangan pendekatan dari metode aljabar menuju
kombinatorika analitik dan komputasional.
Penelitian ini bertujuan untuk mensintesis penelitian tahun 2021 sampai
2026 mengenai penggunaan fungsi pembangkit dalam pemecahan masalah
kombinatorika. Fokus kajian meliputi jenis fungsi pembangkit, objek kombinatorial
yang dikaji, strategi penyelesaian masalah, serta arah perkembangan penelitian.
Berdasarkan tujuan tersebut, pertanyaan penelitian dirumuskan sebagai
berikut.
1. Bagaimana perkembangan penelitian mengenai fungsi pembangkit dalam
pemecahan masalah kombinatorika pada periode 2021 sampai 2026?
2. Jenis fungsi pembangkit apa yang digunakan dalam penelitian kombinatorika?
3. Jenis permasalahan kombinatorika apa yang dapat diselesaikan menggunakan
fungsi pembangkit?
4. Bagaimana fungsi pembangkit digunakan sebagai strategi pemecahan masalah
kombinatorika?
5. Apa peluang pengembangan penelitian fungsi pembangkit dalam matematika
diskrit?

B. Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode Systematic Literature Review (SLR).
Metode ini digunakan untuk mengidentifikasi, mengevaluasi, dan mensintesis
penelitian yang relevan dengan topik fungsi pembangkit dan pemecahan masalah
kombinatorika. Data base yang digunakan dalam penelitian ini adalah jurnal yang
terkait dengan Scopus, Web of Science, Google Scholar, Crossref, Dimensions,
ERIC, Garuda, ScienceDirect dan SpringerLink

Pelaporan kajian mengikuti pedoman Preferred Reporting Items for
Systematic Reviews and Meta-Analyses (PRISMA 2020). PRISMA 2020
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memberikan pedoman pelaporan systematic review melalui checklist dan diagram

alur seleksi literatur (Page et al., 2021).

1. Strategi Pencarian Literatur

Pencarian literatur dilakukan terhadap publikasi tahun 2021 sampai 2026.

Kata kunci yang digunakan meliputi: “generating functions”, “generating
function” AND combinatorics, “ordinary generating functions” AND
combinatorics, “exponential generating functions”, “multivariate generating
functions”, ‘“generating functions” AND enumeration, dan “generating
functions” AND discrete mathematics. Literatur yang diperoleh kemudian
diperiksa berdasarkan relevansi judul, abstrak, isi artikel, dan keterkaitannya
dengan pemecahan masalah kombinatorika.

2. Kriteria Inklusi dan Eksklusi

Tabel 1. Kriteria Inklusi dan Eksklusi

Kriteria Inklusi Eksklusi

Tahun 2021 — 2026 Sebelum 2021

Topik Fungsi pembangkit dan Tidak membahas fungsi
kombinatorika pembangkit

Bidang Matematika diskrit dan Tidak berkaitan dengan
kombinatorika matematika diskrit

Publikasi Artikel ilmiah dan buku akademik ~ Sumber populer
relevan

Fokus Enumerasi, relasi rekurensi, Hanya menyebut fungsi
partisi, permutasi, lintasan, dan pembangkit secara sekilas
objek kombinatorial

Bahasa Indonesia dan Inggris Bahasa lain yang tidak dapat

dianalisis

3. Prosedur PRISMA

N f
\
Identification : ; Screening ’ ”
Pencarian literatur ngh:w:::'artxku Pemerikszan judul dan p'“a’;!""::g:‘:e"lmgﬁ'
berdasarkan kata kunci UL abstrak yang evan

\ | —

Included " . s Eligibility
Literatur yang memenuhi Pemeriksaan berdasarkan Pemeriksaan teks
3 kriteria Inklusi lenal
kriteria tengkap
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r

Ekstraks! dan sintesis data

J

Gambar 1. Bagan Prosedur PRISMA
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Jumlah artikel pada setiap tahap harus diisi berdasarkan hasil pencarian
aktual pada database yang digunakan sehingga tidak terjadi fabrikasi data.
4. Analisis Data
Data dianalisis secara deskriptif dan tematik. Informasi yang diekstraksi
meliputi tahun publikasi, jenis fungsi pembangkit, objek kombinatorial, tujuan
penggunaan fungsi pembangkit, teknik penyelesaian, dan hasil utama
penelitian.

C. Hasil Dan Pembahasan
1. Fungsi Pembangkit Sebagai Representasi Masalah Kombinatorika
Hasil kajian menunjukkan bahwa salah satu fungsi utama fungsi
pembangkit adalah mengubah barisan diskrit menjadi representasi aljabar.
Jika suatu masalah menghasilkan barisan a,,a;,a,, .., maka barisan
tersebut dapat direpresentasikan sebagai:
A(x) = Xnzo anx™ (12)
Representasi tersebut memungkinkan masalah enumerasi dipelajari

melalui manipulasi aljabar.

1
(1-x)

=1l4+x+x2+x3+- (13)

Dari Persamaan (13), koefisien x™ adalah:

[x™ _
- (14)
—— =1+ 2x + 3x2 + 423 + - 15
(1-x)?2

[x"]
(ﬁx)z =n+1 (16)

Contoh tersebut menunjukkan bahwa fungsi pembangkit dapat
digunakan untuk memperoleh pola bilangan secara langsung melalui
koefisien.

2. Fungsi Pembangkit dan Relasi Rekurensi

Relasi rekurensi merupakan salah satu bentuk permasalahan yang

dapat diselesaikan menggunakan fungsi pembangkit. Misalkan suatu

barisan memenubhi:
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n = Ap_1 + an_ 17)
a, =0, a, =1 (18)
F(x) = Xn=o anx" (19)
F(x) —x = xF(x) + x*F(x) (20)
F(x)—x—xF(x) —x*F(x) =0 (21)
F(x)1—x—x?) =x (22)
F(x) = (1—;—x2) (23)

3. Fungsi Pembangkit Pada Masalah Partisi
Partisi bilangan merupakan salah satu objek penting dalam
kombinatorika. Fungsi pembangkit partisi dapat ditulis sebagai:

P =l o (24)
Fungsi tersebut dapat direpresentasikan dalam bentuk deret:

P(x) = Xyzo P(n)x™ (25)
Beberapa suku awal fungsi pembangkit tersebut adalah:

P(x) =1+x+2x%+3x3+5x* + - (26)

P(4) = [x*]P(x) =5 (27)

Penelitian mutakhir mengenai partisi memperlihatkan bahwa fungsi
pembangkit dapat digunakan untuk memperoleh identitas, hubungan
struktural, serta hasil asimtotik (Bringmann et al., 2025; Albion et al., 2025).

4. Fungsi Pembangkit Pada Permutasi

Permutasi merupakan objek kombinatorial yang juga banyak dikaji
menggunakan fungsi pembangkit. Jumlah seluruh permutasi dari n objek
diberikan oleh:

n=nn-1n-2)..2.1 (28)

Dalam penelitian modern, objek yang dihitung tidak hanya jumlah
seluruh permutasi, tetapi juga karakteristik tertentu seperti desenden, tanda
permutasi, posisi desenden, dan pola yang dihindari. Fulman et al. (2021)
membahas distribusi bersama desenden dan tanda permutasi. Pan dan Zeng

(2023) mengkaji enumerasi permutasi berdasarkan paritas posisi desenden.
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5. Fungsi Pembangkit Pada Bilangan Catalan
Bilangan Catalan merupakan salah satu barisan penting dalam
kombinatorika karena mempunyai berbagai interpretasi kombinatorial.

Rumus bilangan Catalan adalah:

Cn = (n-ln) (27?) (29)
Fungsi pembangkitnya adalah:

C(x) = Yp=q Cpx™ (30)

Clx)=1+x+2x*+5x3+14x*+ - (31)

Fungsi pembangkit Catalan memenuhi persamaan fungsional:

C(x) =1+ xC(x)? (32)
xC(x)?—Cx)+1=0 (33)
C(x) = U0t0) (34)
Clx) = U/0=49) V((Z;‘“‘” (35)

Jansen dan Kolesnikov (2024) menunjukkan bahwa fungsi
pembangkit Catalan dapat dikaji melalui pendekatan kombinatorial
terhadap logaritmanya.

6. Fungsi Pembangkit Multivariat

Masalah kombinatorika tertentu melibatkan lebih dari satu
parameter. Dalam keadaan tersebut, fungsi pembangkit multivariat dapat
digunakan. Untuk dua variabel, bentuknya adalah:

F(x,y) =Yn=0Yk = 0a,x"y* (36)
Dalam bentuk umum dengan d variabel diperoleh:
F(Xg, e, Xg) = 214, s Mg = 0 Ay, oory Qg X1, o, xg™ (37)

Fungsi  pembangkit multivariat memungkinkan beberapa
karakteristik suatu objek disimpan secara bersamaan. Pendekatan tersebut

penting dalam kombinatorika analitik (Pemantle et al., 2024).
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7. Fungsi Pembangkit Dan Kombinatorika Analitik

A(x) = Xn=o anx™ (38)
an = [x"]A(x) (39)
n — oo (40)

Dengan menganalisis sifat fungsi pembangkit, terutama
singularitasnya, peneliti dapat memperoleh informasi mengenai laju
pertumbuhan koefisien. Melczer (2021) menjelaskan hubungan antara
fungsi pembangkit dan kombinatorika analitik. Pemantle et al. (2024)
mengembangkan pembahasan tersebut dalam konteks beberapa variabel.
Melczer dan Ruza (2024) menunjukkan bahwa teknik kombinatorika
analitik dalam beberapa variabel dapat digunakan untuk memperoleh
teorema limit pada objek kombinatorial.

8. Fungsi Pembangkit Pada Lintasan Kombinatorika

Lintasan pada Kisi merupakan salah satu objek yang banyak
dipelajari dalam kombinatorika. Fungsi pembangkit dapat digunakan untuk
menghitung jumlah lintasan yang memenuhi kondisi tertentu. Beaton
(2022) mengkaji lintasan pada kisi persegi yang memenuhi aturan dua
langkah. Bu (2024) mengembangkan fungsi pembangkit eksplisit yang
berkaitan dengan luas di bawah lintasan Dyck dan Motzkin.

9. Fungsi Pembangkit Dan Struktur Kombinatorika Lainnya

Penelitian tahun 2021 sampai 2026 menunjukkan penerapan fungsi
pembangkit pada berbagai objek kombinatorial. Bouttier dan Carrance
(2021) membahas enumerasi konstelasi planar. Salas dan Sokal (2021)
mengkaji hubungan rekursi dan pecahan berlanjut. Eu et al. (2022) mengkaji
bilangan Median Genocchi. Proudfoot (2022) mengkaji struktur kategorikal
yang berkaitan dengan himpunan hingga.

Kursungdz dan Omriiuzun Seyrek (2023) mengembangkan
konstruksi kombinatorial fungsi pembangkit untuk partisi silinder. Azam
dan Richmond (2023) mengkaji fungsi pembangkit interval pada Kisi
Young. Goubi (2023) menggunakan fungsi pembangkit untuk mengkaji

generalisasi bilangan Simsek.
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Pada periode 2024 sampai 2026, penelitian semakin berkembang
menuju analisis fungsi pembangkit yang lebih kompleks. Billey dan
Swanson (2024) mengkaji fungsi pembangkit siklotomik. Bean et al. (2024)
membahas permutasi yang menghindari pola tertentu. Bringmann et al.
(2025) mengkaji perilaku asimtotik partisi. Shablya (2025) menghubungkan
fungsi pembangkit aljabar dengan algoritma pembangkitan kombinatorial.
Athanasiadis (2026) menempatkan fungsi pembangkit sebagai salah satu
bagian penting dalam pendekatan kombinatorial terhadap matematika
diskrit.

10. Pemetaan Penggunaan Fungsi Pembangkit
Tabel 2. Pemetaan Penggunaan Fungsi Pembangkit

Jenis Masalah Bentuk Fungsi Tujuan Penggunaan

Barisan rekursif Fungsi pembangkit Mengubah relasi rekurensi
biasa menjadi persamaan aljabar

Enumerasi Fungsi pembangkit  Menghitung banyaknya
biasa objek

Partisi Fungsi pembangkit  Merepresentasikan jumlah
biasa partisi

Permutasi Fungsi pembangkit  Menghitung dan
biasa/eksponensial  mengklasifikasikan

permutasi

Lintasan Fungsi pembangkit  Menghitung lintasan
biasa berdasarkan kondisi tertentu

Catalan Fungsi pembangkit  Merepresentasikan struktur
biasa rekursif

Banyak Parameter ~ Fungsi pembangkit Menganalisis beberapa
multivariat karakteristik sekaligus

Pertumbuhan Fungsi pembangkit  Menganalisis perilaku

koefisien analitik asimtotik

Berdasarkan pemetaan tersebut, fungsi pembangkit dapat ditempatkan
sebagai alat transformasi dalam penyelesaian masalah kombinatorika.
Masalah Kombinatorika — Barisan — Fungsi Pembangkit — Manipulasi
Aljabar — Ekstraksi Koefisien — Interpretasi (41)
11. Sintesis Tematik
Hasil sintesis menunjukkan tiga kecenderungan utama. Pertama,
fungsi pembangkit tetap menjadi alat fundamental dalam enumerasi.

Penelitian mengenai partisi, permutasi, lintasan, dan berbagai struktur
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kombinatorial menunjukkan bahwa fungsi pembangkit masih digunakan
untuk memperoleh formula dan identitas baru.

Kedua, fungsi pembangkit semakin sering dikombinasikan dengan
metode analitik. Fungsi pembangkit multivariat dan kombinatorika analitik
memperluas kemampuan metode tersebut untuk menangani objek dengan
struktur dan parameter yang lebih kompleks.

Ketiga, terdapat perkembangan menuju pendekatan komputasional.
Fungsi pembangkit dapat diintegrasikan dengan perangkat komputasi untuk
melakukan ekspansi deret, manipulasi aljabar, ekstraksi koefisien, dan
verifikasi pola.

12. Research Gap dan Novelty

Hasil kajian menunjukkan bahwa sebagian penelitian masih
berfokus pada objek kombinatorial tertentu. Kajian yang secara khusus
memetakan fungsi pembangkit berdasarkan strategi pemecahan masalah
masih memiliki ruang pengembangan.

Selain itu, terdapat perbedaan fokus antara penelitian yang
membahas fungsi pembangkit secara teoritis dan penelitian yang
menggunakannya sebagai alat untuk menyelesaikan  masalah
kombinatorika. Kajian ini mencoba menghubungkan kedua perspektif
tersebut melalui tahapan representasi, transformasi, manipulasi, ekstraksi,
dan interpretasi.

Novelty penelitian ini terletak pada pemetaan fungsi pembangkit
sebagai strategi pemecahan masalah kombinatorika, bukan hanya sebagai
konsep representasi barisan. Dengan perspektif tersebut, fungsi pembangkit
dapat dipahami sebagai metode yang menghubungkan permasalahan
kombinatorial dengan struktur aljabar.

D. Kesimpulan
Berdasarkan hasil Systematic Literature Review, fungsi pembangkit
merupakan metode yang penting dalam pemecahan masalah kombinatorika. Fungsi

pembangkit memungkinkan barisan diskrit dan masalah enumerasi
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direpresentasikan dalam bentuk aljabar sehingga dapat dianalisis melalui
manipulasi matematis.

Fungsi pembangkit biasa banyak digunakan untuk merepresentasikan
barisan dan menyelesaikan relasi rekurensi. Selain itu, fungsi pembangkit
digunakan dalam masalah partisi, permutasi, lintasan, bilangan Catalan, dan
berbagai struktur kombinatorial lainnya. Pada masalah yang melibatkan beberapa
parameter, fungsi pembangkit multivariat memberikan representasi yang lebih
fleksibel.

Kajian juga menunjukkan perkembangan menuju kombinatorika analitik.
Dalam pendekatan tersebut, fungsi pembangkit digunakan tidak hanya untuk
memperoleh nilai eksak, tetapi juga untuk menganalisis perilaku koefisien ketika:

n— oo

Secara umum, fungsi pembangkit dapat digunakan melalui tahapan:

Masalah — Barisan — Fungsi Pembangkit — Manipulasi — Ekstraksi Koefisien
— Interpretasi

Dengan demikian, fungsi pembangkit dapat dipandang sebagai strategi
matematis yang menghubungkan masalah kombinatorika dengan representasi
aljabar dan analisis koefisien. Penelitian selanjutnya dapat diarahkan pada
pengembangan fungsi pembangkit berbasis komputasi, fungsi pembangkit
multivariat, kombinatorika analitik, serta pemanfaatannya dalam pembelajaran

matematika diskrit.
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